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逐步聚合反应统计理论进展

一
递归计算法

余 鼎 声

�北京化工学院应 用化学系
，
北京�

提要 木文介绍和评述了�
�
叩张

。
等提出的聚合反应的新统计理论—递归计算法

。

读理论

是墓于逐步聚合过程的一级������
�统计特性以及这种链的递归性质

。

运用这种方法可以直接 计

算复杂的线性共聚体系的分子量
、

涟长和序列分布等平均值
，
与其它统计方法相比

，
具有简单

、

通用性的优点
。

关键词 统计理论
、

逐步增长聚合
、

递归法

由���
��奠定的逐步聚合的统计理论

�” ，

是用分布函数来计算大分子的材
。 、

材
“ ，

和

���等参数
。

这种经典的处理方法
，
处理简

单的等活性的逐步聚合反应可以取得比较好

的效果
。

但对于复杂的多元共聚体系
，

就不

易建立分布函数的代数表达式
，
因而给计算

带来很多困难
。

近年来
，

人们提出许多统计

处理方法来表示大分子的这些平均 值
〔 “ 一 了� 。

其中�������和������发展的一种计 算 方 法

较引人注 目
〔�一 ‘ � 。

这种称为递归计算法的统

计方法
，
扬弃了经典的分布函数处理途径

，

考虑线性 �二���� 链的递归性质
，
然后利用

概率的概念直接导出�
。 、

�
、 、

���以及链

长分布等表达式
，
大大简化了计算过程

。

此

法在处理聚氨酚合成等实际问题时
，
还得出

一些新的结果
。

如果进行适当的同化处理
，

递归法还可适用加聚反应的过程
。

颇具影响的
、

由�
�

�����主编的
“
聚合

反应原理
”
一书

〔�，，

第二版时增添了递归法

的内容
。

但该书的介绍不够系统
，

且公式中

尚有诸多错误之处
。

本文拟对递归法作一简

单的介绍和评述
，
文中的具体实例作了些简

徽处理
，

碑使读者更易理解
。

附录对
“

聚合

原理
，
一书中部分公 式 作 了 更正

，
以供参

考
。

一
、

基本概念和处理方法

由概率论的基本定律可以知道
，

设有某

一事件 �
，
�则是其对立事件 � �是一个随

机变量
，
���� 则表示它的期望 �或者说均

值�� ������是事件 �发生时�的期望
，
�

���是事件 �发生的概率
。

那末
，
期望的全

概率定义为
�

����一������尸���� ������尸 ���

���

下面是一种最简单的 逐 步 聚 合
，
即

��

��一�型单体进行均缩聚
，
可以得到以 下 均

聚物
�

��又� �工� ��� ��

一��一��一��一��一�� 一

我们任意 �随机地� 取一个 �基团
，

把

�朝向同链节上 �基团的方向定 义 为 内 向

����
，
而朝相反的分子链的方向 定 义为外

向 ������ 相似地对 �基团也可 以 这 样定

义
�〕

���劲 表 示 �外向上聚合物链的重量
势

期望
。

设 �与�反应的概率为 尸
，
�不与�

反应的概率就是 �� 一 尸�
。

根据期望的全概
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率公式���
，
��秘艾�可级丧示如下

�

���艾�一刀�竹
厂
炙��与� 反应��

十 ���
了

艾��不与�反应 、 ��一 ��

���

下面我们用
“ � ”

表示反应
， “

���’’ 表

示不反应
。

显 然
，
当 �

一

下与�反 应 时
，
�

��艾�为零
。

���犷又�二���久��
·
�

·

��� ���

���久��
· �

·

��必定等于 �基团相联的

�基团朝内向看的分子链的重量期望
�

���久��
·

��������各� �唾�

在 �基团内向上的分子链的重量期望
，

也一定等于同链节上 �基团外向上的重量期

望加上��单元的重量
�

百��幼 一�
� 。 � ���艾� ���

对 �基团进行同样的处理
，
可得

�

���各�一���各��
·
�·

���

� ���各��
·

��������一 ��

���

���吕��
�

��������久� ���

���
�

戈�二�
� �， � 五�不�几� ���

讨论的大分子链很明显具有递归性质
，

也即在分子链上任取一个起始点
，

那么在分

子链上其他地方总可找到一个与起始点在统

计上等价的位置
。
���二�� 方法正是利用递

归性质
，
用概率的期望值来描述各种大小分

子链的集
一

合
。

重均分子量显然就等于�� 单 元的重量

加上某一单元上 �
、

�基团外向分子链重量

期望的总和
，
即

�

几�。 一对
� 。 � ���久�� � ��畏�

���

重均链长 �聚合度�也可仿此表示为
�

�。 二 �� ���久�� ���吕� ����

这里
，
����表示连结链节的数量期望

。

解方程 ���到 ���得
�

�
， 、 ， 、 ， 。 、

一
， 、 ， 。 、

�

飘 己 气八 凡’ ‘ 乃 �‘� ” ’ � 一

飞
一

丁户

���盖�二���各�“ 灯
， 。

�

达
�一 �

����

或���支����

将 ����
、
����代入

�鑫�二

���和

�

�

�一 �

�����

�
， 二 几几

。 于 �那
�一 尸

�� �

�一 �

� 几了� ”

万二币

�几了人
。 ����

�

和 ��， “ �� 十 ��八�一 ��

在上面的计算中
，

我们是随机地选择��

单元的
，
这是对分子的

“
重均

”
过程

，
因为

分子越大
，

被选用的机会越多
。

如果不是任

意在分子中选
，
而是在端基上求取向内向看

的分子链的重量期望
，
我们得到的就是一个

“

数均
”

的量
�》

因为端基上有 �基团
，
也有

�基团
，
所以必须用每种类型端基的摩尔分

数 �在本例中为�
，
和�

�

�加权��万
‘
�的值

因而
�

�
。
��

����盖�� �
���于�吞� ����

�
。
二�

�
厂��劲 � �

。 ���各�

因为在本例中分子的 �和 �的端基数相

等
，
� 、 二无

、 ����
。

从方程 ����和 ����

可以得到
�

丁子 �
， 分

�以 � 二二二

—
� �以 �� �

�
二

�
一

�

�一 �

�
、 ，

�
、 ‘

�
十 一
丁

’ “ �“ ，

一
�

�二矛 二 ‘以 ‘ � 一

�万
�

户

����

和 �
。
�

�

�一 �

“ ‘�“，一 “ ‘� “，一�二 、粤尸
����

����和 ���� 的结果
，
和 由 ��二�分

布函数求得的结果完全一致
。

从这个简单的

例子中
，
可以理解到递归法的计算过程

。
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应用方程 ���给出
�

���劲 二���益��
�， � ��万县��

， 。

� ���一 �
�� 一 �

��� ����

这里
，
�初和�‘ 是 �分别与�和 �反应的概

率
，
显然

�

���� � �二 二 户 ����

� � 反应了的摩尔数
�和 �反应的总摩尔数

�反应了的摩尔数
�和 �反应的总摩尔数

������

二
、

��
、

��
、

��逐步
共聚合体系

这种系统的具体实例就是热塑性聚氨醋

弹性体 ����� 的制备
。

典型的 ��� 体 系

是由双异氰酸酷����
、

一个短链二醇 ����

和一个长链二醇 ����所组成
�

���
�

�互�
一�一�一。 �� ��

��一���
�

�
�
�� ��

��毛�且
�

一��
�

一��
�

一��
���

，
� ��

��和��的经基与��的异 氰 酸 醋基反应形

成氨醋链
。
�� 和��之间不起反应

。

在具体

处理中
，
我们假定所有基团之间的反应都是

独立的� 以及同种类型的 反 应 基 团 ��
，

�
，
��是等活性的

，
但并不假定�或 �与

�的反应也是等活性的
。

定义 �
、

咖
、
�。 分别表示 �

、
�

、
�单

体在体系中的反应程度
�

����

所以
�

�
���

��一 �

�。 一 � � �
。 一 �

��卫些旦巴一
�

公

����� ����
����

�
��

�
。 一 �

� 。 一 � � ��一 �

�
。 一 �

�
。

��
。 一 �

��一 一，万一上��

�

�
卫兰生一

�

公

���
。 � ����

‘
����

�。 一 �

��
����

这里
，
�

。 、

��
，、
�。
及�

、
�

、
�表示 反 应 起

始时及反应到某一时刻的各种反应端基的浓

度
。

当我们随机取一个 �基团
，

则其 �义的

值就有可能出现三种情况
�

��
�不反应

�

�又��叉 �与�反应
��二 �与 �反应

��
、
��

、
��的递归方向如图 �所示

。

�

�� ���
��叫�� �

�
月��

匕 少�
” 一“

�一� �一�

资� 止 二
�一�

图 � �八
、

以�
�

��的递归方向

根据反应的等当量原则
，

有
�

�
�

���
�口。 � �

��叮� ����

令
�，二�

。
��

。 ， �。 �����

因而
，

�
� 】、
� ，

’ 。
�。 � 户

��� 了��� ����

由前一节的推导
，
我们同样有

�

���孟���
�� � ���各� ����

���二���
�� � ���吕� ����

方程 ���的全概率公式和 图 �的 递 归 方

向
，
同样可以得到

�

���孟�����么�
一

�
· �

·

��叮
。

� ���犷名��
·

���
·

���生一 �，�

����，�各��叮
·

�污
卜

一���久��
。

����

同样
�

���急�����支��
�

����

还有
� 石 “ 币

’

盖�二肘
、 ， 一

卜五
‘

��久� ����



高 芬 通 报 ����年

任一分子上 �� 链 节的总重量 期 望 �

��
、 人
�

，
应该是 �� 链节重量加上与其相连

的两臂上的重量期望
�

���
��
���

�� � ����艾� ����

���
。 。
���

�。 � ����各� ����

五�附
��
�二�

�� � ����二� ����

解方程 ����
、
����

、
����及 ����� ����

，

代入方程 ���������可以得到
�

到
�

丽
二

二 乙 万��犷��、
‘ � ����

���犷
��

一�二 � �

�
�

卫召黔�
����

��、、 。 。 ，一 、 。 � · �，。

�
、 …黑黔

生

�
����

二��。 。 ��一 、 �。 � �、 。
�、

人人 十立哗绘
生

、 上 丫

资， � ，�
，�

戈 、�
是每种类型未反应的端基的数 量 摩 尔分

数
。

即在一链端
万� ‘ 一�

�
��一 户��刃

劣。 。 二�
。
��一 叮

、、
��刀

�����
。
��一 忆

�
��刃 ����

这里
，

名一�
。
��一 ��� �

。
��一 �

。
�� �

。
��一 �

�
�

因而数均分子量的最后结果为
�

�
�
二� � �

‘ � ����
。 � 劣 。 。�。 � 丫�����

����

这里
，

万 二 艺
、 ‘，
肠

、 ‘ � 尺
‘
二 艺 、 �材

‘ 、二，‘

亩� �
�
� ‘ � 亡� 人

，
� ，�

����

这里
，
�二�

。
矽

� 。 � ���孙
。

��叮
�

�
�� � 口��

��

重均分子量就应当为各种单元的重量期望与

起始重量分数乘积的总和
�

丽
。 � 乙 ��不�

�、
�。 、， ����

这里
， 。 、 ‘

是单体的杯起始重量分数
�

方程 ����和 ����是表达肘
。
和�

，
的

一般式
，
看起来比较复杂

。

为使读者对这个

结果有一个具体概念
，
我们作一 些 简 化 处

理
。

设��
、
��

、
�� 的结构单元的分 子 量

相等
，
即�

�，��
��一�

�。 ��
。 ，
并且在起

始体系中的单体浓度�
。 ��。 十 �。 ，

�。
一�

。 。

则按式 ����可以求出

叭
，� ���

， 。 ��� 。 �。 二 ���

代入式 �����

�
‘ 、 〔公〕 。

田�� � �干不一
�

—�
����

�
， 互旦工�立些立十

�

��下�
。 ，、
�

�

十里业犷丝
�

�

�
��〔公〕 。

�� �
，
�

，
�

〔公〕 。 一�
。 、

� 。
和 �。 ，

将

代入方程 ����
，
给出

�

几��，�� � �� 魂
一

���。
�� � 。 。 。

����一 ����式

止生笙生�丛耸卑
竺士尽军�二

� ��一 ��各� �己���
����

由式 ����可以求出
�

·

空
�，� 。 ��璧〔 �

���� 万� 。
二 ���� ‘ 。 �二

式中
，
� � 乙

。 ‘，
材 “

双 � 乙 、 ‘
盯 “ 。 �，

卫
�

� 卫二至立
�

� ��一 ��
�

劣���
‘ � ��一 夕

��

� ��一 户�

代入式 �� 。�，
经一系列约减可以得出

�

和 �� �� ���
��
����一 口�

为了计算数均分子量
，
要进行

“

数均
”

求取过程
，
即在链端基上求取重量期望

，

得

丽 肪
。

�一 �
����
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而多分散性指数���则也可以得到
�

��
，
可得到较简单的结果

�

��‘一

散
� ��一 户�

�

匹呈士鱼达坦二
�

�一 �宁甚� �二���

����

户�不�
��

。云

��
。 ‘ � �’

在上述的计算中
，

并没有提到这些平均

性质的时间特性
，
也

，

即是它们和反应时间的

依数关系
。

事实上
，
时间的影响是包含在反

应程度里
。

为了了解这些平均性质随时间变

化的规律
，
只要求出反应程 度 �户

、

卯
、

����

和时间的函数关系就行了
。

以这 个 体 系 为

例
，

我们可以进行则下的动力学解析
。

这个体系有两个反应过程
�

�
�

’‘气不少二��气‘ �一耳一 尹气石声 ����

�
一

�
一

�
一

丛
一，入�

� � �少�一
， ‘

、 � �谨��

假定所有物种都是一级反应
，
根据物料平衡

，

则有
�

这里
， � 一 ， 。 � ��

再看多分散性指数���随转化率变化的

情况也很有意义
。

逐步聚合体系
，
当反应接

近单体全部转化时
，
���值则趋近 �

，

但是

对不同的反应活性体系
，
���随�的变化 规

律却完全不一致
，
用式 ����

、
�凌�� 结合动

力学解析式����� ����
，

可画出不同的 �对

�和 �的反应活性下
，
���对 �的 变 化 曲

线
，
如图 �所示

。

� � 门
�

�

�搜
、
李盆
�
妞月��一

等
一 ” ���

“一 “ ���
�

一 ��

�云

因为
� �

。 一 �一 �从 一 刀�� ��
。 一 �� ����

���� 式中三个方程
，

仅有两个是独立的
。

将式 ����
、

���� 用反应程度表示
，
则有

�

�亡
， ，

一
�

共支
�

� 〔几��、�
��一 �

�

�� 无
�� ��一 �

�
�〕��一 ��

�若

����

争
一 、 �� 。

�卜 、 互��卜 ，� �、��

图 � 各种反应活性下聚异氰酸酪分 子量

多分散和单体转化率的关系

� 二 �
�

�无
�� ，� � ，���

�

��盯
� � �

，

盯
�� �

，

几了� � �
�

�

哲一
、 �。 。

�卜 、 ���卜 ，� ����

��少

�� �
。 尹 。 � ���� ����

这个体系很容易数值积分
，
得到反应程度和

时间的关系 ��。 才�
。
�的 和孕 “ �。

对于等活

性反应
，
�

、

�和 �反应性相等
，

则 人
」
二�

�

由图 �可见
，

只有等活性的反应 �� �

��
，
����殉增加是线性的

。

而 非 等 活 性反

应
， ���在趋近限值 �之前

，

都出现有比 �

大的最大值
。
�

，
和从相差愈大

，
这个最大 值

也就大
。

最后
，
再介绍一下如何利用递归法求取

这 个体系的平均序列长度
。

我们定义 �� 或

��在某一轮中的重复次数作为��和��的序

列长度
，

如
�

���一��一��一��一��一��一��一��一��一�份

��的序列长度是 � ����‘列长度是 �
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现在任意选一个 �基团
，
它从其母体分

子朝外向看��单元的数量期望万��
� ，�，

�应

有下列几种可能值
�

列长度的最后结果
�

瓦
，

阳�
不标

畜
�

‘

瓦
，
川 一

书黔
�

���老
，�。
�

�

如 �不反应

如 � 已与��反应

如 � 已与��反应

����

一，�一�

��一犷

︸，一��
。 ，��� �

。 夕���

应用方程 ���可以导出
�

���久
，。 。
�二���遗

，�。
��

。 卜

����

显然
� 五��通

，��
�二 �� ���盆

，。 �
� ����

再一次利用方程 ���
，
可以给出

�

���君
，�二
�二���盖

，���叮
，

����

在同一个��一��轮中
，
下面关系式肯定存

在
�

���孟
，���二���叉

‘ 。 。
� ����

���������式中共有 �个未知数
，
因而可

以分别解出表达式
。

根据数均及重均链段长

度的定义
，
有

�

�
， ，��� �� 石��省

，�。
� ����

�十 尹��立
�一 ���几

����

�����、月，
�

��

一一��

��
�

‘
犷、

�

式 ����和 ���� 的结果
，
比其它作者的结

果
〔 ” 」
更具有通用性和代表性

，
因为没有假定

反应是达到完全转化
。

所以该式就是反映链

段长度随转化程度的分布情况
。

和

�， ， 。 。

由 ����� ����

���省
， 。 。
�

�

代入式 ����
、

� �� �� ��咨
， 。 。
� ����

式
，

可以求出
�

�

一鱼兰夕�
一 �

�

全鲜
�

�

�一 九
。 ·

卯 �一 与摇
����可得��和�� 的平均序

三
、

小 结

综上所述
，
递归统计法是基于逐步聚合

过程一级 ����’ �� 统计特性以及这种链的递

归性质
，
运用统计概率的期望概念

，

求出大

分子的�
。 、

�叭 ���和平均序 列 分 布 长

度
。

此法应用于多组分的线性共聚
，
可以使

计算大为简化
，
避免了导出分布 函 数 的 麻

烦
，
也不需要诸如等活性基团

、

等当量配比

假设的先决条件
「。

导出结果更具普遍性
。

皿������ 和 ������的递归统计法应用于

非线性的交联共缩聚反应
，
同样是成功的

，

特别适用于不等活性体系的处理
。

本文不再

鳌述
，

请参阅有关文献
汇’ “ ，“ 〕 。

附录
�
��

�

�����的
“

聚合反应原理
”
原著

第��页
，

中译本第��页�上
，

若干公式的订正
。

公 式 … � …
认司

�
�

�� ��，�

一塑�岁��答杀�笋 … �� �附
��

一里气甄唉蕊亘万
一

�一

��

一
，

�
丽� 一吮一卫�一粤 �

“
�

一

夸一鉴一」“手

��

一
，

�
“ � 一

今 �
一

芒召升黔�吸
� ，

� �
而

，

一夸
一

�一召音架警辛
…
各汾

一

一�

��一，…” ，

一雀瑞一
�

��

…” 尺

一韶矢
厂

� �

‘�
万
飞

�
只

�
一

止公
�

�七之童兰
��

�
一

万
��

拼�借命�…
�

‘
，�，

一
�
�

�

一竿
‘

�
二

…拼�卡命熟…
�

�

�
�

… ，�
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